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 الأعداد العقدية

   
  

  مبرهنة  
  : و تحقق\ تتضمن ^             توجد مجموعة 

      (i ي  على عنصر غير حقيق^ يحتويi 2 و يحقق 1i = −  

      (ii يكتب بكيفية و حيدة على الشكل^ آل عنصر من : a ib+ بحيث ( ) 2;a b ∈\  

     (iii و لهما نفس الخاصيات\ مزودة بعمليتي الجمع و الضرب تمددان نفس العمليتين في^ المجموعة  

  :ملاحظة
  *                ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂` ] _ \ ^ID  

)ليكن         خاصية  ) 2;a b ) و \∋ ) 2'; 'a b ∈\                    ' ' 'a a a ib a ib= ⇔ + = b'  و + b= 

  برهان   
 *    'a a=   و'b b=  ' 'a ib a ib+ = +    استلزام صحيح⇐
'نعتبر    *  'a ib a ib+ = )  و منه + )' 'i b b a a− = −  

b'                     لنفترض أن  b≠ ومنه   
'

'
a ai
b b
−

=
−

  

) أن        و حيث  ) 2;a b ) و \∋ ) 2'; 'a b       فان    \∋
'

'
a a
b b
−

∈
−

\         

   عدد غير حقيقيiو هذا غير صحيح لان    \∋i        و بالتالي 
b'منه   افتراضنا خاطئ وإذن         b=و بالتالي  ' 0a a− a' إذن = a=  

  و تعاريفاصطلاحات   
zليكن عدد عقدي    *     a ib= ) حيث + ) 2;a b ∈\     

) يسمى الجزء الحقيقي نكتب a   العدد         )Re z a=. 

) يسمى الجزء التخيلي نكتبbالعدد            )Im z b=  

  ن عددا عقديا عدد تخيلي صرف إذا وفقط إذا آان جزئه الحقيقي منعدما و جزئه تخيلي غير منعدمنقول إ •
 نقول إن عددا عقديا عدد حقيقي إذا وفقط إذا آان جزئه التخيلي منعدما  •

  أمثلة     
  الحالات التالية في zحدد الجزء الحقيقي و الجزء التخيلي للعدد العقدي              

2/ أ                3z i= 5/         ب− 3z i= 2/     ج− 3z i=17/       دz =  
  عمليات    ال

z ين  عقديينليكن عدد         a ib= 'و  + 'z a ib= )حيث + ) 2;a b )  و  \∋ ) 2'; 'a b ∈\  

)                         الجمع*         ) ( )' ' 'z z a a b b i+ = + + + 

)               الضرب *           ) ( )' ' ' ' 'z z aa bb ab a b i⋅ = − + + 

 2 2 2 2 2 2
1 1 a bi a bi
z a bi a b a b a b

−
= = = −

+ + + +
    مقلوب عدد عقدي غير منعدم *       

ين عقديين  د خارج عد*       
( )( )

2 2

' '
' ' ' ' '

a bi a b iz a bi
z a b i a b

+ −−
= =

+ +
'حيث           0z ≠  

   *    ( ) ( )2 2 2 2a ib a b abi+ = − +       ( ) ( )2 2 2 2a ib a b abi− = − −       ( )( ) 2 2a ib a ib a b+ − = +  

  i خاصيات العدد العقدي*         
   [∋nليكن                

                     1ni 4n   إذا آان = k= حيث k ∈]  

                     ni i= 4   إذا آان 1n k= k حيث + ∈]  

                     1ni = 4   إذا آان − 2n k= k حيث + ∈]    

                     ni i= 4   إذا آان − 3n k= k حيث+ ∈]  
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 تمرين 

نحدد الشكل الجبري لكل من الأعداد العقديـة  - 1
( )21 22 3 2 1; ;

3 2 2 3
ii i

i i i i
− −

+
− + −

  

                                                  
( )( )

1 2 3 2 3 2 3
2 3 2 3 2 3 4 9 13 13

i i i
i i i

− −
= = = −

− − − +
  

                                           
( )( )
( )( )
3 2 23 2 6 2 3 4 4 7

2 2 2 5 5 5
i ii i i i

i i i
− −− − − −

= = = −
+ + −

  

           
( ) ( ) ( )

21 2 2 32 3 1 21 181 4 4 3 4
3 10 5 5 5 5

i i ii i i i i i
i i

− +
+ = − − − = − + − = − +

−
  

1)2حسبن - 2 )i+1)230ستنتج ن  و )i+  

                       2(1 ) 2i i+ =  

                                      ( )115230 115 4 28 3 115(1 ) 2 2 2i i i i× ++ = = = −  

2 نحل المعادلة - 3 3 2z iz i z i∈ − + = +^  

                    
( )

( )( )
2 3 2 1 2 2 4

2 1 2 1 22 4 6 8
1 2 5 5 5

iz i z i i z i

i iiz i
i

− + = + ⇔ + = − +

− − −− +
⇔ = = = +

+

  

 إذن                                                    
6 8
5 5

S i = + 
 

  

   التمثيل الهندسي لعدد عقدي-1
)   المستوى )Pمنسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر   ( )1 2; ;O e eG G.  

)   آل نقطة ) ( );M a b P∈هي صورة عدد عقدي وحيد z a ib= )ونكتبM وهذا الأخير يسمى لحق + )M z  

)   أو   )z aff M=  

z    العدد العقدي a ib= ) حيث + ) 2;a b )  يسمى أيضا لحق المتجهة   \∋ );u a bG
)  نكتب )z aff u= G

  

  

  
ABلحق  - *

JJJG
     

Azلحقيهما B و Aليكن  a ib= ' و + 'Bz a ib=   لى التوالي ع+

)ومنه  );A a b و ( )'; 'B a bو بالتالي ( )' ; 'AB a a b b− −
JJJG

  أي 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' ' ' B Aaff AB a a i b b a ib a ib z z= − + − = + − + = −
JJJG

  

ABلحق             
JJJG

B    هو Az z− حيث( )AA zو ( )BB z  
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uلحق  - * v+
G G

     
) نعلم أن اذا آان  );u a bG

)  و  '; ')v a bG
) فان  )'; 'u v a a b b+ + +

G G
)  ومنه  ) ( ) ( )aff u v aff u aff v+ = +

G G G G
  

  
  
)   متجهتين من المستوى                vG و uGلتكن            ) ( ) ( )aff u v aff u aff v+ = +

G G G G
  

  استقامية النقط - *
)النقط المختلفة    )AA zو ( )BB z و ( )CC zمستقيمية ⇔/ AB ACλ λ∃ ∈ =

JJJG JJJG
\  

                                                                           ⇔( ) ( )/ aff AB aff ACλ λ∃ ∈ =
JJJG JJJG

\  

                                                                           ⇔( )/ B A C Az z z zλ λ∃ ∈ − = −\  

                                                                           ⇔/ B A

C A

z z
z z

λ λ
−

∃ ∈ =
−

\  

                                                                           ⇔B A

C A

z z
z z

−
∈

−
\  

)تكون النقط المختلفة  )AA zو ( )BB z و ( )CC z مستقيمية إذا و فقط إذا آان B A

C A

z z
z z

−
∈

−
\  

   المرجح - *   
)                لتكن  )AA zو ( )BB z و ( )GG z  نقط من المستوى العقدي و α و β 0 عددين حقيقين حيثα β+ ≠  

         G مرجح ( );A α و ( );B β إذا و فقط إذا آان  ( ) G A Bz z zα β α β+ = +  

 ملاحظة
  بنفس الطريقة نعرف مرجح ثلاث نقط أو أآثر 

  تمرين

) بين أن النقط          )1A i+و ( )1 3B i+ و 
1 2

2
C i− − 
 

   مستقيمية

  بالجوا   

                لدينا 
( )

( ) ( )
( )( )
( )( )

1 3 62 1 3 6 1 2 3 6 6 12 32 2
2 3 1 1 2 2 1 2 1 2 10 2

ii i i i i i
i i i i i

  − −− − − +  − − − − + − −  = = = = − ∈
+ − + + + −

\  

    مستقيميةC و B وA إذن   
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    المرافق و المعيار -2  
  تعريف    

z         ليكن عدد عقدي  a ib= ) حيث + ) 2;a b ∈\.     

zالعدد العقدي     *    a ib= z يسمى مرافق العدد العقدي  − a ib= z   ونرمز     له بـ+ a ib= −.  

z  يسمى معيار العدد العقديzzالعدد الحقيقي      *    a ib= 2نرمز له بـ   .  + 2z zz a b= = +  

                                        
  ملاحظة 
)النقطتان             * )M z و ( )'M zمتماثلتان بالنسبة لمحو الافاصيل   

zإذا آان            *    a ib= 2 فان − 2z z a b⋅ = +  

z ين  عقديينليكن عدد  a ib= 'و  + 'z a ib= )حيث + ) 2;a b )  و  \∋ ) 2'; 'a b ∈\  

        ( ) ( ) ( )' ' ' ' ' ' ' 'z z a a b b i a a b b i a ib a ib z z+ = + + + = + − + = − + − = + 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 'z z aa bb ab a b i aa bb ab i a bi a a b i bi a b i a bi a b i z z⋅ = − + + = − − − = − − − = − − = ⋅ 

                                         
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 1

1 1

a bi a b i
z a bi a b a b a b a b

a b i
a ibz a b a b

    = = − = +     +    + + + + 

= = +
− + +

        

                               ومنه 
1 1
z z

  = 
 

 

                       
1 1 1

' ' ' ' '
z zz z z
z z z z z

     = × = × = × =     
     

    

  خاصيات   

)لتكن  ) 2; 'z z α و  ^∋   [∋n* و\∋

   *  z z=  
 *    ( ) ( )2 Re ; 2 Imz z z z z z i+ = − =  

  *          z z z∈ ⇔ =\  
      *     z i z z∈ ⇔ = −\  

 *         ( ). . ' . ' ' '
nnz z z z z z z z z z z zα α= = = + = +   ' 0

' '
z z z
z z

  = ≠ 
 

      

  خاصيات 
)لتكن           )AA zو ( )BB z معلم المنسوب إلى  نقطتين من المستوى العقدي( )1 2; ;O e eG G.  

                      B AAB AB z z= = −
JJJG

                    AOA z=        
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)لتكن  ) 2; 'z z α و  ^∋    [∋n* و\∋

*         0 0z z= ⇔ =  

  *         z z z= − =  

      *     ' 0 . ' '
' '

nnzzz z z z z z z
z z

≠ = = =  

 *         ' 'z z z z+ ≤ +  

  
  العمدة د عقدي  والشكل المثلثي لعد -3

   لعدد عقديالعمدة/ أ
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

)          المستوى  )Pمنسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر  ( )1 2; ;O e eG G   

z ليكن          a ib= )  حيث+ ) 2;a b    قياسا αوليكن,  صورته M النقطة  عددا عقديا غير منعدم و\∋

)        للزاوية   )n
1,e OM
JJJJGG

 .   

] و نكتبz يسمى عمدة للعدد العقدي α       العدد ]arg 2z α π≡.  

  ملاحظة  
     *     [ ]* arg 0 2a a π+∀ ∈ ≡\                      [ ]* arg 2a a π π−∀ ∈ ≡\  

   *     [ ]* arg 2
2

b i b π π+∀ ∈ ≡\                  [ ]* arg 2
2

b i b π π−∀ ∈ ≡ −\  

  الكتابة المثلثية لعدد عقدي/ ب
z ليكن - * a ib= )  حيث+ ) 2;a b   α عددا حقيقيا موجبا قطعا و r غير منعدم وعددا عقديا \∋

2       نضع     عددا حقيقيا 2z r a b= = +    

)منه       و )cos sinz r iα α= r  حيث +
b

r
a == αα sin;cos   

]إذن                ]arg 2z α π≡   

αα(  الكتابة           sincos( irz ] و نكتب  z تسمى الشكل المثلثي للعدد العقدي=+ ]α,rz=  

  أمثلة

                                            
2 21 2 2 cos sin 2;

2 2 4 4 4
i i iπ π π     + = + = + =           

  

                                           2 2;
2

i π − = −  
                               [ ]15 15;0=  

                                     
3 1 5 5 53 2 2 cos sin 2;

2 2 6 6 6
i i iπ π π     − − = − − = + =           
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  خاصيات / ج
]    ليكن          ]α,rz=  و [ ]','' αrz   ينعددين عقديين غير منعدم    =

( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )
cos sin cos ' sin ' cos cos ' sin sin ' sin cos ' cos sin '

cos sin cos ' sin ' cos ' sin '

i i i

i i i

α α α α α α α α α α α α

α α α α α α α α

+ + = − + +

+ + = + + +
  

( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]' cos sin ' cos ' sin ' ' cos ' sin ' '; 'z z r i r i rr i rrα α α α α α α α α α× = + × + = + + + = +  

( ) ( )( )2 2
1 1 1 1 cos sin 1 1cos sin ;

cos sin cos sin
i i

z r i r r r
α α α α α

α α α α
−    = = = − + − = −     +   + 

  

                                                 [ ]1 1; ; ' ; '
' ' ' '
z rz r
z z r r

α α α α   == × = × − = −      
  

  ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]os sin os sin cos sin ,z r c i r c i r i rα α α α α α α= + = − = − + − = −  

                     ( ) ( ) ( )( ) [ ]os sin os sin ,z r c i r c i rα α α π α π α π− = − − + + + = +    

)نبين أن ) *; ;n nz n z r nα ∀ ∈ × =  ^ ]  

]              ليكن  ];z r α=عدد عقدي غير منعدم   

  
)  لنبين أولا  ) *; ;n nz n z r nα ∀ ∈ × =  ^ `  

0n   من أجل  0 لدينا     = 1z ]   و = ] [ ]1 1;0 1;0 α= = 0nن أجل   اذن العبارة صحيحة م× =  

n;     لنفترض أن nz r nα =   و نبين أن  ( )1 1; 1n nz r n α+ + = +   

[ ] ( )1 1; ; ; ; 1n n n n nz z z r r n r r n r nα α α α α+ +     = × = × = × + = +       

) إذن      ) *; ;n nz n z r nα ∀ ∈ × =  ^ `  

n    ليكن  −n  ومنه [∋− ∈`  

    ( )1 1 1 ; ;
;

n n
n nn

z n r n
z rr n

α α
α− −−

   = = = − − =    −   
  

)     إذن  ) *; ;n nz n z r nα ∀ ∈ × =  ^ ]  

  خاصيات
        
]    ليكن        ]α,rz=  و [ ]','' αrz   عددين عقديين غير منعدمين    =

          *         ' ' 'z z r r et α α= ⇔ = =  

        *     ( ) [ ]arg ' arg arg ' 2zz z z π≡ ]    و+ ]1arg arg 2z
z

π  ≡ − 
 

]  و  ]arg arg arg ' 2
'
z z z
z

π  ≡ − 
 

  

              [ ]' ', 'zz rr α α=      و+
1 1 ;
z r

α = −  
,و      '

' '
z r
z r

α α = −  
   

   *          ( ) [ ]arg arg 2z z π≡ )   و − ) [ ]arg arg 2z zπ π− ≡ +  

              [ ],z r α= ]          و   − ],z r α π− = +   

         *         ( ) ( ) [ ]*; arg arg 2nz n z n z π∀ ∈ × ≡^ ]  

                       ( ) *; ;n nz n z r nα ∀ ∈ × =  ^ ]        

OM حيث M          توجد نقطة وحيدة  AB=
JJJJG JJJG

)   ومنه  )B AM z z−  

)             و بالتالي  ) ( ) [ ]1arg ; 2B Az z e OM π− =
JJJJGG

  

) إذن            ) ( ) [ ]1arg ; 2B Az z e AB π− =
JJJGG
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( ) ( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( ) [ ]

( ) [ ]

1 1; ; ; 2

; arg arg arg arg 2

; arg 2

C A B A

C A

B A

AB AC e AC e AB

AB AC z z z z

z z
AB AC

z z

π

π

π

≡ −

≡ − − −

 −
≡  − 

JJJGJJJG JJJG JG JJJG JG JJJG

JJJG JJJG

JJJG JJJG

  

  خاصية

)      إذا آان  ) ( )A BA z B z≠و   ( ) ( )D CD z C z≠ فان  ( ) ( ) [ ]1arg ; 2B Az z e AB π− =
JJJGG

   

)          و       ) [ ]arg ; 2C A

B A

z z
AB AC

z z
π

 −
≡ − 

JJJG JJJG
   

تطبيقات/ د  
 *( )AA zو ( )BB z و ( )CC zنقط مختلفة   

                        Aو B و C مستقيمية ⇔ B A

C A

z z
z z

−
∈

−
\  

                                                         ⇔  [ ]arg 0 2C A

B A

z z
z z

π
 −

≡ − 
]  أو  ]arg 2C A

B A

z z
z z

π π
 −

≡ − 
  

 *( ) ( )A BA z B z≠و   ( ) ( )D CD z C z≠    

        

( ) ( )

[ ] [ ]

*

arg 2 arg 2
2 2

B A

C A

C A C A

B A B A

z z
AB CD i

z z

z z z z
ou

z z z z
π ππ π

−
⊥ ⇔ ∈

−

   − −
⇔ ≡ ≡ −   − −   

\

    

  :  تمرين 

2        نضع  1
6 2 ; 1

2
iu u i−

= = −  

  2u و 1u عمدة و معيار   حدد-1  

1معيار  عمدة و  حدد - 2

2

u
u

cosتنتجاس  و 
12
π

sin  و
12
π

     

 بين أن - 3
24

6 2 6 2 1
4 4

i
 + −

+ =  
 

  

      الحل
  2u و 1u عمدة و معيار   نحدد- 1    

          1
2 21 2 2;

2 2 4
u i i π  − = − = − =       

  

      2
6 2 3 12 2;

2 2 2 6
iu i π − − = = − =       

  

1 عمدة و معيار  نحدد - 3

2

u
u

cos  و نستنتج 
12
π

sin و
12
π

     

              1

2

2;
24 ; 1;

4 6 1222;
6

u
u

π
π π π

π

− 
   − −  = = + =   −    
  
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لدينا                
( )( )

( )( )
1

2

2 2 6 21
6 2 6 2 6 2

2

i iu i
u i i i

− +−
= =

− − +
  

                      
6 2 6 2( )

4 4
i+ −

= −  

   ومنه 
6 2 6 21; ( )

12 2 2
iπ− + −  = −  

  

                    

6 2  cos
12 4

6 2sin ( )
12 4

π

π

 − +
=


− − = −

    إذن   

6 2  cos
12 4

6 2sin
12 4

π

π

 +
=


− =

  

 نبين أن - 3
24

6 2 6 2 1
4 4

i
 + −

+ =  
 

  

           [ ]
24 246 2 6 2 241; 1; 1;2 1

4 4 12 12
i π π π

 + −    + = = = =           
  

  ينتمر 
θ ليكن             : الأعداد العقدية حدد معيار وعمدة ، \∋

cos sin ; cos sin ; cos sina i b i c iθ θ θ θ θ θ= − + = − = − −  
' sin cos ; ' sin cos ; ' sin cos ; sin cosa i b i c i d iθ θ θ θ θ θ θ θ= + = − = − − = − +  

  الجواب
θ          ليكن  ∈\ ،   

                                       

( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]

cos sin cos sin 1;

cos sin cos sin 1;

cos sin cos sin 1;

a i i

b i i

c i i

θ θ π θ π θ π θ

θ θ θ θ θ

θ θ π θ π θ π θ

= − + = − + − = −

= − = − + − = −

= − − = + + + = +

  

( ) ( )

sin cos cos sin 1;
2 2 2

' sin cos cos sin 1;
2 2 2

' sin cos cos sin 1;
2 2 2

' sin cos sin cos co

d i i

a i i

b i i

c i i

π π πθ θ θ θ θ

π π πθ θ θ θ θ

π π πθ θ θ θ θ

θ θ π θ π θ

     = − + = + + + = +          
     = + = − + − = −          
     = − = − + + − + = − +          

= − − = + + + = ( ) ( )s sin
2 2

cos sin 1;
2 2 2

i

i

π ππ θ π θ

π π πθ θ θ

   − + + − +   
   

     = − − + − − = − −          

  

 تمرين     
4a                   نعتبر  = −   1 2z i= 1 و 2 2z i= − 

 2z   و1z وa حدد الشكل المثلثي لـ– 1   

2 تحقق أن –2    4
1 2 72a z z+ + = −        

)           في المستوى العقدي المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم نعتبر )A aو ( )1B z و ( )2C z  

  B قائم الزاوية و متساوي الساقين في BACبين أن ) 1.3  - 3   

)حدد المجموعة ) 2.3           )Fحيث ( ) { }( ) / 1 10F M z z i= + + =  

) تنتمي إلىC و B و Aتحقق أن  ) 3.3         )Fثم أنشئ BACو ( )F  
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  الحل     
  2z  و 1z وa نحدد الشكل المثلثي لـ– 2

       [ ]4 4;a π= − 1   و = 2 2;
2

z i π = =   
2   و 

2 22 2 2 2( ) 2 2;
2 2 4

z i i π = − = − = −  
  

2 نتحقق أن – 4.2 4
1 2 72a z z+ + = −  

                                

[ ]

[ ] [ ] ( )

( )

2 4
2 4

1 2

42

4

4; 2; 2 2;
2 4

4; 2; 2 2 ;

4 4 2 2

4 4 64 72

a z z π ππ

π π π

   + + = + + −      
 = + + −  

= − − −

= − − − = −

  

  B قائم الزاوية و متساوي الساقين في BACنبين أن ) 1.3    - 3
)  لدينا                4)A 2) و − )B i 2) و 2 )C i−  

                                                     

n

( ) [ ]

2 2 2 2 4( ; ) arg arg
4 2 4 2

( 2 4)arg arg 2
4 2 2

i i iBA BC
i i

i i i
i

π π

− − −   ≡ ≡   − − − −   
− − ≡ ≡ ≡ − − 

JJJG JJJG

 

                                                     4 2 20 2 4 20BA i BC i= − − = = − =  

  B قائم الزاوية و متساوي الساقين في BAC  إذن المثلث
)نحدد المجموعة ) 2.3            )F  

( )
( )
( ) ( )

( ) 1 10

( ) 10 / (1 )

( ) ; 10 / ( 1; 1)

M z F z i

M z F M i

M z F M C

∈ ⇔ + + =

∈ ⇔ Ω = Ω +

∈ ⇔ ∈ Ω Ω − −

  

( ) ( ); 10 / ( 1; 1)F C= Ω Ω − −  

)نتحقق أن  ) 3.4  4)A 2) و − )B i 2) و 2 )C i−تنتمي إلى ( )Fو ننشئ BACو ( )F  

                  

4 1 3 10

2 1 1 3 10

2 2 1 3 10

A i i

B i i i

A i i i

Ω = − + + = − + =

Ω = + + = + =

Ω = − + + = − =

  

) تنتمي إلىC و B و A  إذن    )F  
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  تمرين     

1) :في المستوى العقدي نعتبر النقط        )A i+ و  B بحيث : OA OB= و [ ]( , ) 2
3

OA OB π π≡
JJJG JJJG

   

  .Bzاعط الشكل الجبري ل ) 1
   .ABاحسب المسافة ) 2

n: حدد القياس الرئبسي للزاوية الموجهة ) 3
1( , )e AB
JG JJJG

   
  الجواب      

  .Bzشكل الجبري ل  اليطنع) 1

      1 2Bz OB OA i= = = + =  

    
2 21 2 2;

2 2 4
i i π   + = + =       

)   و منه  ) [ ]arg 1 2
4

i π π+ ≡   

  

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 1
7arg ; ; ; arg 1 2

3 4 3 12Bz e OB e OA OA OB i π π π π π≡ ≡ + ≡ + + = + =
JJJG JJJG JJJG JJJGG G

  

   ومنه 
7 72 cos sin
12 12Bz iπ π = + 

 
  

         

7 2 6cos cos cos cos sin sin
12 4 3 4 3 4 3 4 4

7 2 6sin sin sin cos cos sin
12 4 3 4 3 4 3 4 4

π π π π π π π

π π π π π π π

 = + = − = − 
 

 = + = + = + 
 

  

                إذن    
2 6 2 6 1 3 1 32

4 4 2 2Bz i i
 − + − +

= + = +  
 

  

   .ABسب المسافة نح) 2
2 2 2 2

1 3 1 3 1 3 1 31 1 2
2 2 2 2

AB
       − + + − +

= − + − == + =              
       

  

n:  للزاوية الموجهة الرئيسيحدد القياس ن) 3
1( , )e AB
JG JJJG

   

( ) ( ) [ ]

( ) [ ]

( )

1

1

1

1 3 1 3 1 3 1 3; arg arg 1 arg 2
2 2 2 2

2 6 2 6 7 7; arg 2 arg 2 sin cos 2
4 4 12 12

7; arg 2;
2 12

B Ae AB z z i i i

e AB i i

e AB

π

π π π

π π

   − + + − +
≡ − ≡ + − − ≡ − +      

   
     + − +    ≡ − + ≡ − −                    
  ≡ − −   

JJJGG

JJJGG

JJJGG [ ]13 13 11arg 2; 2
12 12 12
π π π π  ≡ − ≡ − ≡      

  

n   الرئيسي لـإذن القياس 
1( , )e AB
JG JJJG

 هو 
11
12
π

  

  تمرين
  نعتبر المستوى العقدي منسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر  

) ـ ب^*    المعرف علىfوليكن       ) z if z
z
+

=  

) بحيث z التي لحقها Mحدد مجموعة النقط - 1 ) 1f z =  

cosنضع  - 2 sinz iθ θ= ;0 حيث +
2
πθ  ∈   

 

)مثل النقط   -  أ )A i و ( )B zو ( )C zو ( )D z i+  

z معين و استنتج عمدة OCDA تحقق أن -      ب i+ بدلالة θ ثم عمدة( )f z بدلالة θ  
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) حدد معيار -       ج )f z بدلالة θ 

  الحل     
) بحيث z التي لحقها Mحدد مجموعة النقطن - 1 ) 1f z =. 

z نضع ^∋z*ليكن  x iy= ) حيث + ) 2;x y ) و \∋ ) ( ); 0;0x y ≠  

                           ( )1z i x iy i x i y+ = + − + = + − 

( ) ( )22 2 21 1 1 2 1 0z if z z i z x y x y y
z
+

= ⇔ = ⇔ + = ⇔ + − = + ⇔ − =  

) بحيثz التي لحقها Mمجموعة النقط إذن  ) 1f z ادلته  هي المستقم الذي مع =
1
2

y =   

 

cosنضع  - 2 sinz iθ θ= ;0 حيث +
2
πθ  ∈   

 

)مثل النقط ن-      أ  )A i و ( )B zو ( )C zو ( )D z i+  

OD OA OC= +
JJJG JJJG JJJG

)   و  )B zو ( )C zمثماتلان بالنسبة لمحور الافاصيل  

  
  
  
 
 
 
 
 
  
  
 
 
 
 
 
  
  

zتنتج عمدة نس معين و OCDAتحقق أن ن -      ب i+ بدلالة θ ثم عمدة( )f z بدلالة θ  

            1 ; 1 ; 1 ; 1OC z OA i CD i AD z= = = = = = = =  
   معينOCDA           ومنه 

                ( )OD منصف nCOA 
 و منه          : ( ) ( ) [ ]1; ; 2

2
OA OD OA OC π≡
JJJG JJJG JJJG JJJG

  

                                     
( ) ( ) ( )( ) [ ]

[ ]

1; arg arg 2
2

1 2
2 2

OA OD z i π

πθ π

≡ −

 ≡ − − 
 

JJJG JJJG
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( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ]

( ) [ ]

( ) [ ]

1

1

arg ; 2

arg ; ; 2

1arg arg 2
2 2

1arg 2
2 2 2

arg 2
2 4

z i e OD

z i e OA OA OD

z i i

z i

z i

π

π

πθ π

π πθ π

θ π π

+ ≡

+ ≡ +

 + ≡ + − − 
 

 + ≡ + − − 
 

+ ≡ − +

JJJGG

JJJG JJJG JJJGG

  

)         لدينا   )( )arg arg z if z
z
+ =  

 
) منه و )( ) ( ) ( ) [ ]arg arg arg 2f z z i z π≡ + −  

                                                                  
( )( ) [ ]

( )( ) [ ]

arg 2
2 4
3arg 2
2 4

f z

f z

θ π θ π

θ π π

−
≡ + −

−
≡ +

      

)حدد معيار ن -       ج )f z بدلالة θ 

cos            لدينا   sinz iθ θ= 1z   ومنه + =   

)و بالتالي  ) ( )( )22cos 1 sin 2 2sinz if z z i
z

θ θ θ+
= = + = + − = −  

   و الاعداد العقديةو التحاآي الإزاحة  - 4   
  الازاحة/           أ

) حيث uG إزاحة متجهتها t نعتبر  )aff u a=G لتكن   ( )M z و ( )' 'M z  

                             

( )
( ) ( )

' '

'

'
'

t M M MM u

aff MM aff u

z z a
z z a

= ⇔ =

⇔ =

⇔ − =
⇔ = +

JJJJJG G
JJJJJG G

  

  خاصية
)التحويل الذي يحول آل نقطة                )M z من المستوى ( )P الى النقطة( )'M z a+لمستوىمن ا( )P هو 

)  حيث  uGالازاحة التي متجهتها   )aff u a=G  

   التحاآي/ب        
                         نشاط

)تكن              ل )M z و ( )' 'M z و ( )ωΩالمستوى   نقط من من( )Pممنظم   منسوب إلى معلم متعامد 

)مباشر )1 2; ;O e eG G و kعددا حقيقيا غير منعدم   

)         نربط النقطة  )M zبالنقطة  من المستوى ( )' 'M z بالتحويل h حيث ( )'z k zω ω− = −  

  hحدد النقط الصامدة بـ/ 1
  h  ثم حدد طبيعة M' و Mحدد علاقة متجهية بين النقطتين / 2

     الجواب
)لتكن / 1   )M z  

                    
( ) ( )

( ) ( )1 1

h M M z k z

k z k

ω ω

ω

= ⇔ − = −

⇔ − = −
 

1kاذا آان  )  فان ≠ )h M M z Mω= ⇔ = ⇔ = Ω أي   Ωهي نقطة الوحيدة الصامدة   

1kاذا آان  ) فان = ) ( )M P h M M∀ ∈     أي جميع نقط المستوى صامدة=

)تكن ل/ 2  )M z و ( )' 'M z  
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( ) ( )
( ) ( )

' '

'

'

h M M z k z

aff M k aff M

M k M

ω ω= ⇔ − = −

⇔ Ω = ⋅ Ω

⇔ Ω = ⋅Ω

JJJJJG JJJJG

JJJJJG JJJJG
  

            k و نسبته Ω تحاآي مرآزه hإذن 
         خاصية 

)تكن      ل       )M z و ( )' 'M z و ( )ωΩالمستوى   نقط من من( )P منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  

)مباشر )1 2; ;O e eG G و kعددا حقيقيا غير منعدم    

)التحويل الذي يحول آل نقطة   )M z من المستوى ( )P الى النقطة( )' 'M zلمستوىمن ا( )P 

)حيث )'z k zω ω− = )التحاآي الذي مرآزه هو   − )ωΩ و نسبته k  

  
 المعادلات من الدرجة الثانبة  -4

                                                            ( ) ( )2 2* ;a a a a a+∀ ∈ = − =\  

                        ( ) ( ) ( )
2 2 2* 2 ;a i a i a a i a i a a−∀ ∈ − = ×− = − − = − ×− =\  

  الجدر المربع لعدد حقيقي/ أ
   عدد حقيقي غير منعدمa ليكن

  −a و a جدرين مربعين هماa موجبا فان للعدد a   اذا آان    

i هما جدرين مربعينa  سالبا فان للعدد a      اذا آان  a− و i a− −  
       لكل عددين حقيقي جدرين مربعي متقابلين

       الجدر مربع صفر هو صفر
  أمثلة

  −3 و 3 هو 3      الجدران المربعان للعدد 
  −i و i هو - 1دد       الجدران المربعان للع

  −5i و 5i هو - 25      الجدران المربعان للعدد 
  −3i و 3i هو - 3      الجدران المربعان للعدد 

  من الدرجة الثانبة المعادلات /ب  
  . غير منعدم a بحيث حقيقية أعدادا c و b و a لتكن             

2  نحل  0z az bz c∈ + + =^  

                           
2

2
22 4

baz bz c a z
a a

 ∆ + + = + −  
   

2   حيث  4b ac∆ = −  

2
2

20 0
2 4
baz bz c z
a a

∆ + + = ⇔ + − = 
 

  

∆0إذا آان     فان ≤

                         2 0 0
2 2 2 2
b baz bz c z z
a a a a

  ∆ ∆
+ + = ⇔ + − + + =    

  
     

                          ومنه 
2
bz
a

− − ∆
  أو =

2
bz
a

− + ∆
=  

∆0  اذا آان  ∆−0 فان ≻ ;  

               

2
2 2

2

22
2 2

2

0 0
2 4

0 0
2 4

baz bz c z i
a a

baz bz c z i
a a

−∆ + + = ⇔ + + = 
 

−∆ + + = ⇔ + + = 
 

        

                    2 0 0
2 2 2 2
b i baz bz c z z i
a a a a

  −∆ −∆
+ + = ⇔ + − + + =    

  
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                             منه 
2

b iz
a

− − −∆
  أو =

2
bz

a
− + − −∆

=  

في آلتا الحاليتين يمكن آتابة 
2 1

;
2 2
b d b dz z
a a

− − − +
=   ∆لعدد  جدر مربع لd حيث =

  . غير منعدم a بحيث حقيقيةعدادا  أc و b و a  لتكن 

2  العدد  4b ac∆ = 2 يسمى مميز المعادلة − 0az bz c+ + =  
  ∆جدر مربع للعدد  d          ليكن 

∆0إذا آان    2 لمعادلة فان ل≠ 0az bz c+ +  هما  مختلفين    تقبل حلين=
2 1

;
2 2
b d b dz z
a a

− − − +
= =      

∆0  إذا آان  2 لمعادلة فان ل≠ 0az bz c+ + حل وحيد هو   =
2
bz
a
−

=                 

 أمثلة 
   المعادلات التالية^ حل في        

                ( )2 32 2 2 2 2 0
2

z z− + + + =     22 3 2 0z z− − + =              22 2 3 0z z− + + =  

 
  الحل        

) مميز المعادلة ∆            ليكن  )2 32 2 2 2 2 0
2

z z− + + + =  

                        ( )( )2 32 2 2 8 2 4 8 2 8 12 8 2 0
2

 ∆ = − + − + = + + − − = 
 

  

                           إذن 
2 2 2 1 2

4 2
z + +
=                                  ومنه =

1 2
2

S
 + =  
  

  

22 مميز المعادلة ∆            ليكن  3 2 0z z− − + =  
                     9 16 25∆ = + =  

                   
3 5 2

4
z +
= = −

−
    أو           

3 5 1
4 2

z −
= =

−
         ومنه 

12;
2

S  = − 
 

  

22عادلة  مميز الم∆            ليكن  2 3 0z z− + + =  

( )24 12 8 2 2i∆ = − = − =  

                             
2 2 2 1 2

4 2 2
iz i− +

= = −
−

  ؟أو 
2 2 2 1 2

4 2 2
iz i− −

= = +
−

  

                              إذن 
1 2 1 2;
2 2 2 2

S i i
  = + − 
  

  

  تمرين   
  المعادلتين^ حل في - 1       

                   z² – 6 z + 12 = 0       z² + 2 3 z + 12 = 0            
1 أآتب العددين   - 2        3 3z i= 1و     + 3 3z i= −     في شكلهما المثلثي+

)المستوى   في  -3       )Pمنسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر  ( )1 2; ;O e eG G أنشئ،( )1A z و ( )2B z و 

( )1 2E z z+ ثم حدد طبيعة الرباعي OAEBمعللا جوابك   

      و تطبيقاتهاصيغة موافر / 6

                              ( ) [ ]( ) [ ] ( ) ( )cos sin 1; 1 ; 1; cos sinnn ni n n n i nα α α α α α α + = = = = +   

  خاصية /أ

 ( )* cos sin cos sinnn i n i nα α α α α∀ ∈ ∀ ∈ + = +\ ]      

   صيغة موافر      تسمى هذه ب
sin وcosnθحساب / ب nθ بدلالة  cosθو sin nθ  

  أنشطة     
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)        أنشر  )3cos siniθ θ+    

3cos3         و استنتج أن  4cos 3cosθ θ θ= −           3sin 3 3sin 4sinθ θ θ= −            
  الجواب 

                     
( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
3 3 2 2 3

3 2 2 3

cos sin cos 3 cos sin 3 cos sin sin

cos 3 cos sin 3 cos sin sin

i i i

i

θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

+ = + − −

= − + −
  

)لدينا  )3cos sin cos3 sin 3iθ θ θ θ+ = +  

) ومنه  )( ) ( )3 2 3 2 3cos3 cos 3 cos sin cos 3cos 1 cos 4cos 3cosθ θ θ θ θ θ θ θ θ= − = − − = −                 

) و   ) ( )2 3 2 3 3sin 3 3 cos sin sin 3sin 1 sin sin 3sin 4sinθ θ θ θ θ θ θ θ θ= − = − − = −  

  تمرين 
cos           أحسب  x على شكل حدودية بـ cos x 5 درجتها  

  
)لتكن *  ) ( )A BA z B z≠  و ( ) ( )D CD z C z≠المستوى  من( )P منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  

)مباشر )1 2; ;O e eG G  

  
   و تطبيقاته مثلثية الاسيةالترميز  -7   

ie الكتابة /أ        θ  

ie    نرمز بالرمز    θ حيث θ    أيθ و عمدته 1دي معياره ، لكل عدد عق\∋

                     [ ]1; cos sinie iθ θ θ θ= = +  

      أمثلة   

           2
i
e i
π

=                     0 1e =               1ie π = −          4 2 2
2 2

i
e i
π

= +  

               
2
3 1 3

2 2

i
e i

π

= − +  

  خاصية أساسية /       ب

)          θ' و θ                  لكل عددين عقديين  )'' ii ie e e θ θθ θ +× =  
  غير منعدم الكتابة الاسية لعدد عقدي /        ج

]θ:              و عمدتهr معياره zلكل عدد عقدي غير منعدم                ], iz r re αα= =  

            الحساب باستعمال  الترميز الاسي
iz عددين عقديين  بحيث z' و zليكن         re θ=   و   '' iz r e θ= 0 حيثr ' و ; 0r ;  

         ( )'' ' iz z rr e θ θ+× =       
1 1 ie
z r

θ−=  ( )'
' '

iz r e
z r

θ θ−=                  n inz r e θ=  

  أمثلة           
  .        باستعمال الترميز الاسي حدد معيار و عمدة آل من الاعداد العقدية التالية

                           ( )42 1 3z i= −                            
( )

1
2 1
3 3 3
i i

z
i
−

=
+

  

32لدينا           *  42 2 1 32 2 1 2 2 3 3 3 6 6
2 2 2 2

ii i
i e i i e i i e

ππ π
−   

= − = − = + = + =      
   

  

                            
( ) 2 4 2 4 6 12

1

3

2 1 2 2 2 2
3 33 3 3

6

i i i i

i

i i e ez e e
i

e

π π
π π π π

π

−  − − 
 − ×

= = = =
+
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31لدينا           *    31 3 2 2
2 2

i
i i e

π
− 

− = − =  
 

  ومنه 

4 4
3 3

2 2 16
i i

z e e
π π

− − 
 = =
 
 

 

  
  صيغتا اولير و تطبيقاته/ د     

  θ ي دلكل عدد عق                             

                                           cos sinie iθ θ θ= +             cos sinie iθ θ θ= −  

2cos   منه         و                             2 sini i i ie e i e eθ θ θ θα α− −= + = −  
  θد عقدي                 لكل عد

                                             cos sin
2 2

i i i ie e e e
i

θ θ θ θ
α α

− −+ −
= =  

   و نسمي الصيغتين بصيغتي أولير
  اخطاط حدودية مثلثية:       تطبيق

cosn                      اخطاط حدودية مثلثية هو تحويل الجداءات التي على شكل  θ أو  sinn θ أو cos sinn mθ θ× 
cosالى مجموع حدود من شكل  sina bαθ αθ+  

4cos   مثالز نخطط  θ  

                                 

( )
( )( )

4
4

4 4 3 2 2 3 4

4 4 4 2 2

4 4 2 2
4

4

cos
2

1cos 4 6 4
16
1cos 4 6

16
1 1 3cos
8 2 2 2 8
1 1 3cos cos 4 cos 2
8 2 8

i i

i i i i i i i i

i i i i

i i i i

e e

e e e e e e e e

e e e e

e e e e

θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ

θ

θ

θ

θ θ θ

−

− − − −

− −

− −

 +
=   
 

= + ⋅ + ⋅ + ⋅ +

= + + + +

+ +
= × + × +

= + +

   

4 أخطط   تمرين 3sin cosθ θ×  
    و الاعداد العقديةالدوران-       ذ
)تكن              ل   )M z و ( )' 'M z و ( )ωΩالمستوى   نقط من من( )P منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  

)مباشر )1 2; ;O e eG G و α      عددا حقيقيا [ ] ( )1; cos siniα α α= +  

)         نربط النقطة  )M z من المستوى بالنقطة ( )' 'M z بالتحويل r حيث [ ]( )' 1;z zω α ω− = −  

  r  ثم نحدد طبيعة M' و M    نحدد علاقة متجهية بين النقطتين 
)          نلاحظ أن  )r Ω = Ω  

)تكن       ل ) ( )M z ω= Ω و ( )' 'M z  
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( ) [ ]( )

[ ]

[ ]

( ) [ ]

( ) [ ]

' ' 1;
' 1;

' 1

'arg 2

' 1

; ' 2

'

; ' 2

r M M z z
z
z
z
z

z
z

M
M
M M

M M

M M

ω α ω
ω α
ω
ω
ω

ω α π
ω

α π

α π

= ⇔ − = −

−
⇔ =

−
 −

= −⇔ 
−  ≡  − 

Ω = Ω⇔ 
 Ω Ω ≡
Ω = Ω⇔  Ω Ω ≡

JJJJG JJJJJG

JJJJG JJJJJG
  

  α و زاويته Ω الدوران الذي مرآزه r  إذن                  
  خاصية        

)تكن      ل       )M z و ( )' 'M z و ( )ωΩالمستوى   نقط من من( )P منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  

)مباشر )1 2; ;O e eG G و αعددا حقيقيا غير منعدم    

)التحويل الذي يحول آل نقطة   )M z من المستوى ( )P الى النقطة( )' 'M zلمستوىمن ا( )P 

]حيث ]( )' 1;z zω α ω− =   α و زاويته Ωالدوران الذي مرآزه هو   −

                 [ ] ( )1; cos siniα α α= +   

  الدوران باستعمال الكتابة الاسية        
)تكن      ل       )M z و ( )' 'M z و ( )ωΩالمستوى   نقط من من( )P منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  

)مباشر )1 2; ;O e eG G و αعددا حقيقيا غير منعدم    

)التحويل الذي يحول آل نقطة   )M z من المستوى ( )P الى النقطة( )' 'M zلمستوىمن ا( )P 

)حيث )' iz e zαω ω− =   α و زاويته Ωالدوران الذي مرآزه هو   −

  


